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フラクタル次元に関するこ， 三の考察
A Few Remarks on Fractal Dimension 
大関 J慎 藤 井雅 章
Shrn OzEKI Masaaki ?
?
I はじめに
自然界の中には，不規則，不思議な図形や現象が多く存在している。一見すると簡単な図形
や現象でも細かく詳しく調べるとその複雑さが現われる。 これらの図形や現象を理解するため
に，一般的には，幾何学法則や物理 ・化学法則をあてはめる方法が取られているが，しかしこ
のような法則だけでは困難を伴う場合がある。
近年，複雑な図形や現象に関して， B. B. Mand巴lbrotによって創りだされたフラクタルと
いう概念を導入する数多くの研究が各分野において行われている。特に，最近のコンビュー
タ・グラフィ ックスの進展とともにフラクタル理論は急激に注目され，幾何学や形の物理学な
どで話題とされている。
フラクタルの語源はBB. Mandelbortによると，ラテン語の形容詞である Fractusで 「こ
われる」という意味が含まれ，不規則な断片から成るものととらえることができる。このこと
は大小様々な凸凹をもち，特徴的な長さをもたない図形や現象を示唆している。自然界のフラ
クタルは，たとえば， 山並み，森林，川の蛇行，入り組んだ海岸線，雲，雪の結晶や稲妻など
枚挙するのに際限がない。これらの形を従来の空間次元＝ l次元，2次元，3次元，…といっ
た整数次元だけで特徴付けると粗雑な近似となり，より正確な表現にはならない。新しい幾何
学，フラクタル理論は，図形の複雑さに応じて「半端な」次元をも定義でき，図形の複雑さを
測る物差しとなる。この非整数次元のフラクタル図形には，自己相似性があり，図形を細分化
しでも各部の形は，全体の形と幾何学的に相似となる性質がある。この様な性質を利用して，
これらの形を定量的に特徴付ける方法として相似次元，ハウスドルフ次元や容量次元が数学的
に厳密に定義されている。しかし，自然界のフラクタルに応用するには適さない点もあること
が指摘されている。そこで，実験的に測定できる実用的な次元が定義され， （1）粗視化の度合を
変える方法，（2）測度の関係より求める方法，（3）相関関数より求める方法，（4)5子布関数より求め
る方法，（5）スペクトルより求める方法が提案されている。
本論文では，フラクタjレと相似次元との関係を明かにし，パ ソーナル ・コンピュータにより，
代表的なフラクタルのコッホ（ Koch ）曲線を作成する。 各種のコッホ曲線に対して相似次元
を求め，更に実用的方法によりフラクタル次元を測定し，比較検討したので報告する。
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I フラクタル次元
1.図形の次元
初等幾何学でよく知られている二つの図形，線分と正方形の次元についてながめてみる。周
知のように線分が1次元，正方形が2次元と経験的に知っているが，実際にどうしてそのよう
な次元になっているかを， 二つの方法によって考察する。
方法I 線分 ［0 , 1 ］は
[O, l] = Ix Ixは実数，0；三x三ll 
という関係から 1つの実数xで表される。
正方形 ［O, 1]2は
[O, 1]2= l(x, y) Ix, yは実数， 0豆x壬1' O三y三11
という関係から2つの実数 X ,yで表される。よって線分の次元はI，正方形の次元は2であ
る。この方法が普通，頭の中にある次元のイメージだと思われる。
方法E 図1(a）の線分N=[O, l］は，その長さを1/2に縮小した2つの線分N1= [O, 
1/2], N2 = [1/2, 1］を合わせたものに等しい。すなわち，
N=N1UN2 
という共通集合で表すことができる。
図1(b）の正方形N=[O, 1]2は，その
l辺の長さを1/2に縮小した4つの正方形N1
= [ 0, 1/2］×［ 0 , 1/2] , N 2 = [ 0 , 1/2] 
×［1/2, 1], N3 = [1/2, 1］×［1/2, 1 ] , 
N4 = [1/2, 1］×［ 0 , 1/2］を合わせたも
のに等しい。線分の場合と同様に次のように
表すことができる。
N = N1 U N2 U N3 U N4 
この場合は，線分の長さ，または正方形の
l辺の長さを1/2に縮小したものを「2の何
乗個」 合わせたら元の形になるのかが，次元
図1 線分と正方角の次元
。 N 1 O N1 N2 1 
(a) 
｜卜I: I : I 
( 0, 0) ( 1, 0) 
(b) 
を表わしている。すなわち，線分は2=21より 1次元，正方形は4=22より2次元ということ
になり，指数部が次元を表している。 同様に立方体は8ニ 23で3次元となる。このことを言葉
で説明するならば，「全体と部分が相似である」ということになる。このように今まで経験し
ている次元は全て整数の次元である。
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2.フラクタルの次元
フラクタル次元には厳密な定義はないが，図形の次元の方法Eを拡大解釈し，フラクタルと
密接な関係のある相似次元を定義する。
この相似次元は従来の空間次元のように， 1次元，2次元， 3次元と整数次元を扱うだけで
なく ，半端な数値の次元でも成立する。このような半端な次元，すなわち非整数値を扱う次元
のことをフラクタル次元と呼んでいる。
定義（相似次元）
縮小率が1/Rである N個の相似形（縮小写像）を用いて
X = fi(x) U f2(x) U h(x) U……U fN(x）…が成立する自己相似集合Xの相似次元 Dxを
N = RDx 
とみたすように定義する。
すなわち， 相似次元（フラクタル次元）は
D = log N － log R
となる。
m コッホ曲線と次元測定
1.コッホ曲線
コッホ曲線は，スェーデンの数学者ヘルジ ・フォン ・コッホ（ Helge von Koch ）によって
提案され，古典的な存在としてもっともよく知られている再帰図形で，代表的なフラクタル図
形である。
ここでは基本イニシェータ（初期図形）を三角形とし，図2のように4つのジェネレータを
用意する。ジェネレー タの基本三角形の数が増すごとにジェネ レー タ をA, B, C, Dと
する。図 2のジェネレータを付録のプログラム上で発生さ
せ，得られるコッホ曲線を KOCH A, KOCH B, 
KOCH -C , KOCH -Dと名づけ，図3(a）一（d）に示す。
図3は右に進むほどレベルの高いコッホ曲線を描いている。
なお，コッホ曲線を描くプログラムは『フラクタル CG
コレクションJを参考にして作成した。 このプログラムリ
ストを付録に示す。
たとえばKOCH Aにおいてレベルを上げることは，
ジェネレータの各辺を 3等分して，各辺の真ん中の部分に
正三角形を突出させる操作を繰り返すということである。
この操作によってレベルが上がるようすを図4に示す。本
論文では，コ ンピュータ・ディスプレイの分解性能上，各
図2 4つの基本ジェネレー タ
A＿／＼一
B 
c←へん→
D←ヘハ「
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図4 コッホ曲線の各レベル
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図5 コッホ曲線の相似次元
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ジェネレータのレベルを 5までにとどめたコッホ曲線について扱う。
2.コッホ曲線のフラクタル次元測定
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ここではコンピュータで作成した各種のコッホ曲線について，定義した相似次元の値を求め，
その上祖視化の度合を変える方法と測度の関係から求める方法とによってそれぞれの実用的な
フラクタル次元を測定し，比較検討する。
(1) コッホ曲線の相似次元
図5のようにコッホ曲線Kは，その長さを1/3に縮小した4つの小さなコッホ曲線K1,K2, 
K3, K4を合わせたものに等しい。すなわち，
K = K1 U K2 U K3 U K4 
ここで，E節の方法Hを拡大解釈してあてはめ， 1/3に縮小したものが 「3の何乗個J合わせ
たならば元の形になるかを考えることとする。
コッホ曲線Kは
4 = 3 log 4/ log 3 
であるので，次元はlog4 I log 3，つまり1.2619…次元という非整数の値をとる。
次にコッホ曲線Kのフラクタル次元をH節の定義より求めると相似次元 （フラクタル次元）
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Dx↓ま，
表 1 コッホ曲線の相似次元 （フラクタル次元）
縮小率 個 数 相似次元（7ラ791＂次元）
KOCH-A 1 I 3 4 1. 2619 
D _ log N － x log R
R=3, N=4より KOCH-B 1 I 4 6 1.2925 
KOCH C 1 I s 8 1.2920 
KOCH-D 1 I 6 10 1.2851 
D log4 
= =1.2619・・
log 3 
となる。
つまり，方法Eの拡大解釈から求めた次元とフラク タル次元とは同じになる。このことから，
フラクタル次元は相似性と密接な関係にあることがわかる。各ジェネレータから発生するコ ッ
ホ曲線の相似次元を表1に示す。
(2）粗視化の度合を変える方法から求めたフラクタル次元
コッホ曲線を，直線という特徴的な長さをもっ図形 図6 コッホ曲線を直線で近似する操作
によって近似し次元を求める。図6のようにコッホ曲
線を長さ rの線分の集合によって近似する。 曲線を線
分で近似するには，次のような方法を用いる。まず，
曲線の一端を始点とし，その点を中心Jこ半径rの円を
描く。 その円が曲線と最初に交わった地点を直線で結
び，次にその交点を新たな始点と して円を描くという
操作を繰り返す。
表 2は半径rを0.4, 1. 0, 3. 0, 5. 0, 9. Ocmと変化
させて近似したコッホ曲線の長さ Lを表わす。半径
表2 スケール（直線） によるコ yホ曲線の近似長さ［cm]
ス ケ ー ル（直線） r 
0.4 1.0 3.0 5.0 
KOCH-Aの長さ 94.0 86.1 70.8 60.6 
KOCH-Bの長さ 93.1 76.2 61.5 47.7 
KOCH-Cの長さ 98.2 96.0 72.3 60.6 
KOCH Dの長さ 120.4 75.3 46.7 45.0 
9.0 
54.0 
34 .4
38.6 
33.0 
が小さければ小さいほど，コッホ曲線の長さが長く，実際の長さに近い数値を与えることが分
かる。この結果をもとに横軸にスケール （直線） Iを縦軸に長さ Lをと り両対数グラフで表
す （図7）。
一般に両対数グラフ用紙上に，
y = a xd 
の式をプロッ卜すると直線になる。
そのことは，上式の両辺の対数をとって変形すると，
ここで，
と置くと，
log y = log a xd 
= log a + log xd 
X = log x 
Y二 logy
Y = d X + log a 
となり，｛頃きカfdの直1壊が得iられるという（更手Jjさがある。
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そこで， スケールがr倍になるときを考えたとき，逆にスケールを単位に考えるとコッホ曲
線は1/r倍の長さと考えることができる。
1/ rの相似比でコッホ曲線がt倍になったとすると，
(1/r)D=f 
である。ただし，このtは測定した長さ Lの1/r倍であることに注意する。 tはスケールを
固定したときのコッホ曲線の長さなので，元にもどすために1/r倍にする。
[cm] 
L 
100 
10 
10 1 
[cm] I 
10 
10 1 
(1/ r) D =LI r 
・ D = log I/ r ( L / r )
= log 1/ ,L + log 1/ , (1 / r ) 
= log 11 ,L + 1 
図7 各コ γホ曲線に対するスケール（直線） rと近似長さLの関係曲線
KOCH A [cm] KOCH-B 
？～～～「～～～～～ι～4～～干～～ 100 ＼＼べ＼
10 
10 10 1 10 
r [cm] r [cm] 
KOCH C [cm] I KOCH-D 
L ． 
~ 100 ＼＼＼「~
10 
10 10 1 10 
r ［叩］ r [cm] 
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図 7の両対数のグラフより
?
????
表3 組視化の度合を変える方法より求めた
コyホ曲線のフラクタル次元
となるので，
D = log 1/ ,rd十 l
log rd 
= +l 
log (1/r) 
KOCH-A 
KOCH-B 
KOCH C 
KOCH-D 
フラクタル次元
1.2545 
1.2972 
1.2917 
1.2895 
d 102: r 
＝ーでどー＋ l
-10gr 
=-d+l 
=1-d 
となる。図 7の傾きより求めたコッホ曲線のフラ クタル次元を表3に示す。
(3）測度の関係から求めるフラクタル次元
図8のようにコッホ曲線をできるだけ細かい格子に
よって，小さな正方形の集合に分割する。ここでは正方
形の一辺を0.3cmに設定し，これを単位正方形とする。
この単位正方形のうち少しでもコッホ曲線を含むものを
黒く塗る。次に単位正方形の面積と黒い正方形の個数の
積をSとし， 単位正方形の面積と白い正方形と接して
いる黒い正方形の個数の積を Pとする。
一般に，長さを L，面積を S，体積を Vとしたとき，
次の関係式が成り立つ。
L oc S 112oc V 1/3 
この関係式の意昧は，Lをk倍すると S1/2もV1/3もk
倍になるということである。 D次元測度を持つ量を P
とすると上式は，
L oc S l/2oc V l/3oc p 1/ D 
と，一般化できる。
ここでは面積に関して行っているので，
S l/2oc p 1/ D 
図8 格子状に分害IJされたコッホ曲線
（単位正方形に曲線が含まれてい
るものを塗りつぶす）
となるような関係を満たすDが存在すれば，コッホ曲線のフラクタル次元はDであるという
ことになる。
この方法より，コッホ曲線KOCH-A , KOCH -B , KOCH -C , KOCH -Dのレ
ベル3について測定したフラクタル次元を表4に示す。
以上のように 3つの方法で求めたフラクタル次元の比較を表5にまとめる。表5の結果から
それぞれのコッホ曲線についてフラクタル次元を図9にグラフ化する。
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表4 浪lj度の関係より求めたコ yホ曲線のフラク
タル次元
表5 3つの方法て、求めたフラクタル次元の比較
KOCH一A
KOCH B 
KOCH C 
KOCH-D 
フラクタル次元
1.2633 
1.2930 
1.2930 
1. 2817 
フラクタル次元
相似性 組視イヒ 測度
KOCH A 1. 2619 1.2545 1.2633 
KOCH B 1.2925 1. 2972 1.2930 
KOCH C 1.2920 1. 2917 1.2930 
KOCH D 1.2851 1.2895 1. 2817 
図9 コッホ曲線 フラクタル次元の比較
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KOCH-A KOCH B KOCH-C KOCH D 
コッホ曲線の種類
3つの方法をそれぞれ比較すると，測度の関係より求めた方法のフラクタル次元が，より相
似次元に近い値を得ることがわかる。いずれの方法においても，著しく異なった値は得られず
満足な結果を得ることができた。これらの結果より，どのようなコッホ曲線の次元を測定した
としても不自然な結果が得られない。
これらの事例から，自然界のフラクタル図形の次元を実用的な方法によって求めることは妥
当であると考えられる。
U おわりに
本報告では， 文献1), 2 ）のフラクタル次元の定義と幾何学的イメージの相似次元との関
係を文献6）の手法により明らかにした。フラクタル図形生成には，コンビュータを用い，ジェ
ネレータとレベルを変えて各種のコッホ曲線を作成した。 自然界のフラクタル図形や現象を特
徴付けるための実用的な次元が実験的に測定できることを検討するために，コンピュータ ・グ
ラファックスで人工的に描いたコッホ曲線へ実用的次元測定法一（1）粗視化の度合を変える方法，
(2）測度の関係より求める方法ーを適用し，個々のコッホ曲線のフラクタル次元を求めた。これ
らのフラクタル次元を数学的定義による相似次元と比較した結果，よい一致が見られた。この
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ことは自然科学のフラクタル図形や現象の複雑さ， すなわち，フラクタル次元が実用的な次元
測定方法から求められることを示唆し，その値は妥当で，有効であることが確認できた。
今後，本報告以外の各種のフラクタjレに関する次元についても検討し，次元を一般化する必
要があると思われる。 また，自然界の数多くの不規則な図形や現象の事例研究とフラクタルの
性質や関係についての考察が課題として残されている。
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LINEC140,Y）ー （500,Y),4
280 NEXT Y 
2 9 0 L l NE Cl4 0, 3 9 9）ー （500,399),4
300 TIME$="00:00:00" 
310 TIME$ ON 
320 PRINT "START TIME：”；T IME$ 
330 ’ー ーー 甲ー田ー － KOCH CURVE 巴ー ーー －ー 田ー
340 READ SCL 
350 DIM XCBR+l), YCBR+l) ,XACN), YACN) ,XBCN), YBCN) ,BCN+l) 
3 6 0 FOR I= 2 TO BR : READ X ( I ) , Y C I ) : NEXT I 
370 XCl)=O : YCl)=O : XCBR+l)=l : YCBR+l)=O 
380 KAKU=3 : TH=3.14159*2/KAKU : STH=3.14159/2 
390 FOR J=l TO KAKU 
400 Jl=STH+TH*CJ-1): J2=STH+TH*J 
410 I=O 
420 XA(I)=SCL*COSCJ1)+320 : YACI)=200-SCL牢SINCJl) 
430 XBC I) =SCL*COS CJ2) +320 : YB( I) =200-SCL*SI NCJ2) 
440 PSETCXACI),YACI)),7 
450 *Gl 
460 I=I+l 
470 IF I >N GOTO *LI 
480 K=l 
490 牢G2
500 XX=XBCI-1)-XACI-1): YY=YBCI-1）ー YACI-1)
510 XA (l ) = X CK）本XX-YCK）事YY+XA ( I -1) 
520 YACI)=XCK)*YY+YCKHXX+YACI-1) 
530 XBCI)::X(K+l)*XX-YCK+l）寧YY+XACl-1)
540 YBCI)=X(K+l）寧YY+YCK+l）寧XX+YACI-1)
550 BCI)::aB(I)+l 
560 GOTO *Gl 
570 *LI 
580 LINE -CXBCN), YBCN)), 7 
590 *G3 
600 BCI)=O : I=I-1 
610 IF Iく1 GOTO 本E
620 IF BCI)>=BR GOTO *G3 
630 K=BCI )+l 
640 GOTO 牢G2
650 *E 
660 NEXT J 
670 TIME$ OFF 
680 PRINT "FINISH TIME：”；T IME$ 
690 LOCATE 1,19 : PRINT ＂線分数 ：＂；BR
700 LOCATE 1,20 : PRINT ＂分割数 ：”；S
710 LOCATE 1,21 : PRINT "LEVEL ：”；N 
720 LOCATE 1,22 : PRINT Hフラクタル次元D=";LOGCBR)/LOGCS)
7 3 0 PA I NT C 3 2 5 , 5 ) , 6 ,4
7 4 0 PA I NT C 3 15 , 5 ) , 6 , 4 
750 PAINT (325,395),6,4 
7 6 0 PA I NT C 315 , 3 9 5) , 6 , 4 
770 COPY 3 
780 END 
790 ’デー タ
800 DATA 200 
810 DATA 0.33,0,0.5,0.2886,0.667,0 
269 
270 大関・藤井：フラクタル次元に関する二，三の考察
プログラムの解説
160 BR：ジェネ レー タを構成する線分数
s ：分割数
N ：レベル数
の入力。
170 MM：測度の関係より次元を求める時に使用する格子の数
の入力。
220-290 測度の関係より次元を求める時に使用する格子を描く。
310-330 コッホ曲線完成までの時間測定。
340 SCL：図形全体の拡大率
350 X ( BR + 1 ) , Y ( BR + 1 ) ．ジェネ レー タの各点
XA ( N ) ,YA ( N ）：始点
XB ( N ) , YB ( N ）：終点
B ( N + 1) ：ジェネレータを構成する線分をカウントする変数
360 ジェネレータの各点の座標の読み込み。 I=2 TO BRとなっているのは，ジェネレー
タの始点が（ 0, 0）で，終点が（ 1, 0）となっているためである。
370 ジェネレータの始点，終点の代入。
380 KAKU：基本になる正多角形の角数。ここでは正三角形をイニシェータとしているので，
KAKU= 3となる。
TH・円周分割で正三角形を描くためKAKUによって決まる円の中心角。
STH ：コッホ曲線の錨きはじめの角度
400 J I：正三角形の各線分の始点角度
J 2：終点角度
420 XA, YA：各線分の始点
430 XB, YB：各線分の終点
470 レベルのカウントが最終レベルNよりも大きくなったとき，レベルを下げる処理へ移る。
480 K ：円の個数（ BRの値）をカウン卜するための変数
500 xx . X方向の拡大率
yy: y方向の拡大率
510-520 ジェネレータの各線分の始点を求める。
530-540 ジェネレータの各線分の終点を求める。
580 終点まで線を号｜く。始点は一度定めるだけで，その終点が新たな線分の始点となる。
600 IがNよりも大きいレベルになったとき，またはBR(I）がBR以上になったとき B
(I) = oとする。
271 
610 1レベル下げる。
620 レベルが1よりも小さくなったら終了。
630 B ( I ）がBR以上になったらレベルを下げる処理へ移る。
640 B (I）がBRに達していないときは，1カウン卜上げて Kに代入し，コッホ曲線を描く
ための計算に移る。
680 コッホ曲線を描き終わったら時間測定を停止する。
690 コッホ曲線完成までの経過時間の表示。
700-730 ジェネレータの線分数，分割l数。コッホ曲線のレベル，フラクタル次元の表示。
740-770 測度の関係よりフラクタル次元を求めるときに使う部分。 220～290行目で処理した格子を，
曲線が少しでもますめに入っていたらペイン卜する処理。
780 描き終わったコッホ曲線をプリンタ出力する。
810 拡大率200倍
820 ジェネレータのデータ
(1988. 9.17) 
